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Démonstration 

SUR LE NOMBRE DES POINTS, OU 

DEUX LIGNES DES ORDRES QJJ ELCO N QJU E S 
PEUVENT SE COUPER. 

PAR M.. EULER. . 

I. 

ans la Piece precedente j’ai rapporté fans déiftonflratîôft 
certe propofirion , que deux lignes combes algébriques , 
dont r une ejl de tordre m t autre de tordre n fe peu- 
vent couper en mn points. La vérité de cette propo- 
rtion eft reconnue de tous les Geometres, quoiqu’on doive -avouer, 
qiTon n’en trouve nulle part une démonftration allés rigoureufe. I] 
y a des vérités générales, que notre esprit eft prêt d’embraiier atiiTI- 
tot qu’il en reconrtoic la jultelïê dans quelques cas particuliers ■. & c’cft 
parmi cette eipece de vérités, qu’on peut ranger à bon droit la pro- 
poficion, dont je viens de faire mention, puisqu’on la trouve vraie 
non fermement dans quelques, ou plusieurs cas, nuis auffi dans une 
infinité de cas différé ns. Cependant on conviendra alternent, que 
toutes ces preuves infinies ne font pas capables de mettre cette pro- 
poficion à l’abri de toutes les objections, qu’un adverfaire peut for- 
mer, & qu’il faut ablolument une dèmonft ration rigourenfe, pour le 
réduire au filence. 



II, Avant 
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TT. Avant que d’entreprendre la démonftration de cette propo- 
rtion, il en fam bien fixer le f:ns, Premièrement il eft à remarquer, 
que le nombre des interférions de deux lignes, donc l’une eft de 
l’ordre w, l’autre de l’ordre », n’eft'pas néceilà ire ment “ »/ », mais 
tiu’il peut fort fouvent être plus petit. Ainli il peut arriver, que 
deux lignes dro ires ne fc coupent point du tout, lorsqu’elles font 
parallèles: & qu’une ligne droite ne coupe une parabole que dans 
un point : & que deux leétions coniques ne fe coupent l’une l’autre 
qu’en deux points, ou point du tout. Ainfi le fens de notre propofi- 
cion eft, que le nombre des interférions ne peut jamais être plus 
grand que/» », quoiqu’il foie fouvent plus petit;& alors on juge, ou 
que quelques interférions s'éloignent à l’infini , ou qu’elles devien* 
nent imaginaires. De force qu’en contant les interférions à l’infini, 
& les imaginaires aufïï bien que les réelles, on puiflê dire, que le 
nombre des interférions eft toujours ~m ». 

III. Il peut y avoir pourtant des cas, où le nombre des inter/ê* 
rions eft infini, fi l’on veut regarder la coïncidence de deux lignes 
égales & femblables pour une infinité d’interferions. Ce casarrivera 
donc, fi les deux équations, qui expriment les deux lignes, font les 
mêmes, ou fi elles ont des facteurs égaux. Mais comme la coïnci- 
dence parfaite ne peut pas proprement être regardée comme une in- 
finité d’inter ferions, puisque c’eft plurot un attouchement conti- 
nuel, le contenu de la propofition ne foudre aucune exception ré- 
çlle de ce ccté la : & fi la queftion roule fur le nombre d’inter ferions 
dedeiixlignescourbes, on fuppofe toujours qu’elles ne font ni coïn- 
cidentes, ni qu’elies ont des parties, dont l’une* tombe parfaitement 
fur l’autre, Ainfi on pourra énoncer la propofition en queftion de 
cette maniéré : que deux lignes courbes, l’une de l’ordre w, & l’au- 
tre de l’ordre », donc les équations ne font, ni les mêmes, ni qu’elles 
ont aucun commun diviféur, ne fe peuvent jamais couper en plus que 
tn » points, bien que le nombre des interférions puifle f. rt fouvent 
être plus petit. 

IV. On reconnoitra aifement la vérité de cerne propofition gé- 
nérale dans une infinité de cas différons, & qui pourroient même tenir 
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lieu d’une démonftration, fi l’on ne fe piquoit pas* de n’avancer rien 
dansia Geometrie, qui ne foitmuni d’une démonftration rigoureu- 
fe, Cependant comme ces preuves particulières ne contribuent pas 
peu à connoitre mieux la propofition même, & à en faire fentir l’im- 
portance, je commencerai par l’explication de ces preuves, avant que 
a’entreprendre 1* démonftration générale. Et d'abord la vérité de 
cette propofition eft reconnue dans le cas, où l’une des deux lignes, 
qui fe coupent, eft droite, ou du premier ordre, c. à. d. fi m ” r, car 
alors il eft aisé de démontrer que le nombre des interférions d’une 
ligne de l’ordre » par une ligne droite eft égal à », ou plus petit. Car 
l’équation générale des lignes de l’ordre « étant : 

n 73—1 n — a 

« y -f- ( (3 -+- y x ) y -+- ( J* -+- 1 x -f- £ x z )y 8c c. ZZ » 

fi de l’équation pour une ligne droite quelconque 
a y -f- b x — f- c — o 


on fubftituc la valeur de y “ — 



, on parviendra à une 


quatîon, où l’inconnue x ne monte, qu’à» dimenfions. Donc puis- 
que chaque interfer ion eft marquée par une racine de x de cette 
équation, il eft clair que le nombre des interferionseft égal au nom- 
bre des racines de cette équation , & qu’il ne peut pas par conlè- 
quent être plus grand que ». De plus on verra que le nombre des 
interferionseft”», fi toutes les racines font réelles, & qu’il fera 
plus petit, fi quelques unes de ces racines font imaginaires. Or fi 
les plus hautes dimenfions de x fe détruilènt mutuellement, 8c que 
l’e'quation apres l’élimination dey fe réduife à un degré inferieur, 
•c’eft une marque, que quelques points d 'interférons s’éloignent à 
l’infini. 


V. Soit m “ a , & que la ligne du fécond ordre foit compo- 
se de deux lignes droites, ce qui arrive, lorsque l’équation eft ré- 
foluble en deux fadeurs, comme 

U y H (dy + * * -f-/) = o 

Or 
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Or l’autre ligne’foit une courbe quelconque de i*ordre n , dont la na- 
ture foie exprimée par cette équation 

» n — a n — t 

® y — ï — ( ^ — l — y -*■ )y — ï — — l — * a — l — c* •*"* )y h- &c. — o 

Dans ce cas il eft clair, puisque cette ligne de l’ordre n ne peut être 
coupée par une ligne droite qu’ en » points ; que deux lignes droites 
qui font regardées comme une feule ligne du fécond ordre, la pour- 
ront couper en 2 » points, lorsque chacune la coupe en n points: ce 
qui eft conforme à l’énoncé de la propofition, puisque mn dans ce 
caS'devient “ 2 n. 

VI. Si l’une des deux lignes propofées eft du troifieme ordre, 
mais qu’elle foit compofee de trois lignes droites, l’autre demeurant 
une courbe quelconque de l’ordre »,il eft clair que le nombre d’interfe- 
étions fera n: 3 », ou moindre, comme la propofition exige. Et il 
en lèra de même d’une ligne de l’ordre quelconque /», fi elle confifte 
de m lignes droites , ou fi fon équation eft réfoluble en autant d’é- 
quations fimples de cette forme a y ^ b x \ czz 0 1 car puisque 
chacune de ces lignes droites peut couper l’autre ligne propofée 
de l’ordre » en » points , le nombre de toutes les interfé- 
rions pourra [monter à»j», félon l’énoncé de la propofition. Et 
partant nous avons déjà une infinité de cas, où la vérité de cette pro* 
pofiti on fe trouve fol idement établie. Mais dans tous ces cas l’une 
des deux lignes propofées, n’eft pas véritablement une ligne courbe, 
mais plutôt un amis de plufieurs lignes droites, félon l’ordre auquel 
elle appartient. 

VII. Mais il y a suffi une infinité de lignes courbes où la vérité 
éclate av«c autant de clarté. Car foit l’une des deux lignes une para- 
bole exprimée par l’équation : y ~ax x \ b x !■ c, & panant mZZ 2 ; 
l’autte courbe foit exprimée par l’équation générale de l’ordre » : 

n h — a 

uy — I — Ç — I — y ■*■) y -Oy —H & c - — ^ 

& il eft évident que fi l’on met ici par tout pour y fa valeur a x x - f 
b x -f r , cette équation montera au degré 2 », & la racine x pourra 
avoir autant de racines, dont toutes les incerfeclions feront indiquées; 
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donc il fera poffible que fa ligne de l’ordre » foit coupée par la para- 
bole en i» points ; & quoique le nombre des interleclions puiilè 
fmivent être plus petit, on voit pourtant, qu’il ne peut jamais être 
plus grand que i ». 

VIII. La même chofe paroit suffi, fi l'une des deux lignes eft 
une courbe parabolique d'une ordre quelconque : 

» w-i m — i 

3' nr a .v — f— ù x —j— c x —f— &c. 

Orfil’on metcettc valeur pour y dans l’équation pour l’autre courbe de 
l’ordre «,on verra fans difficulté, que la lettre x obtiendra dans l’équation 
résultante tan dimenfjon;.,qu! marquent autant de racines <St partantau- 
tant d’inter feflions ( tout tomme la propofition prononce. De làoncon- 
çlurafluifi, comme l’axe des deux courbes eft arbitraire, quand même 
l’une des deux courbes ne feroit pas exprimée par une telle équation: 

m *v — i m - 2 

y ZZ a x — f— ù x — f— c x — f— Szç, 
pourvu qu’en chiingeant d'axe, &mcmç d’inclinjifon entre les coor- 
données, fequarion puifië être réduire à cétte forme, le nombre des 
inrerlcétions fera egalement “ w l’équation qui defigne les inter- 
iëftions montant toujours à çe degré, ou un inferieur, & jamais à 
un plus haur, 

IX. Ces cas particuliers joints enfcmble nous conduifcnt à un 
cas beaucoup plus général, où la vérité de la propofition fe trouve con- 
firmée. Car tomes les rois que l’équation de la première ligne, que 
je fupofe de l’ordre w fe peut réfoudre en des facteurs, qui expri- 
ment, ou lignes droites, ou courbes paraboliques, cette équation 
érant : 

(y — P) (y-Q) [y- R) (y-S) &c. = . 

où P^R, S,&c. (oient des fondions rationelles àcx, & le pre- 
mic/ fadeur y — P — <? marque une ligne de l’ordre />, le (econdy — 
O “0 une de L’ordre q, letroifiemeunede l’ordre r, éxc. de lotte que 
pi'X y q. r -f- s -f- &c. “ m, cette ligne fera compclec de toutes ces 
jignes drukes ou courbes cnfemblc: & l’autre courbe, que je fuppofe 

être 


fîl 439 $5 

être de i’ofdrew, pourra être coupée de la partie de la première, qui 
eft exprimée par le fafteur y — P ~ 0 , en p n points, de la partie 
comprife en y — Q = o en//n poinrs, de la parrie comprife en y — 
R ïz o en ÿ n poinrs* &c, Ec partant la ligne de l’ordre n pourra être 
coupée par toutes les parties de la iigne première de l’ordre /«[en pu 
-f qn\rn\sn-\- ikc. points, c’eft à dire en m n points, à caufe 
dep + ÿ + r -f / + &c, ~ m. 

X, Quoique ces cas aillent à l’infini , on conviendra nean- 
moins , qu’il s'en faut encore beaucoup , que Ja vérité de la propo- 
rtion foit démontrée dans toute fou étendue, Ec pour paivenirà 
une telle démonftration il faut prouver, que deux équations d’ or- 
dres quelconques étant proposes, comme: 

m — J tn — i 

ay -|_ (h-^-cx)y -+- (V/-J- e x ~hfxx) y -J-&c,:Ta 

n j i 

cty -h [&-h)'*)y “h -4-&c.r=# 

fi l’on éliminé l’une ou l’autre des deux variables x & y, J ’a titre ne mon- 
te après l’élimination qu’a mti dimenfions, Il efl bien vrai qu’il fe- 
roit imposfible d’achever en ge'ncial cette élimination, pour faire voir 
actuellement , à combien de dimen/îons l’autre variable pourroiï 
monter: & même dans la plupart des cas fi l’on le fer t des méthodes 
ordinaires d’elîminer, on parviendra aune équation déplus de di- 
menfions, que»;;/; de forte qu’cmploiant cette maniéré, on devroit 
plutôt croire que la propofirion fut fan fié. Car quoique l’équation, 
à laquelle on arrive par ce chemin, nie des divifeurs, on a lieu de dou- 
ter, fi l’on peut négliger ces divi leurs, & s’ils île renferment des ra- 
cines, qui marquent des in cerfe étions, 

XI. Pour faire fentir plus évidemment cette difficulté, je m’en 
vai éliminer fuivant la maniéré ordinaire ia quantité y de ces deux 
équations : 

1. Py 3 H-Qy 2 H-^y-f- S — a* 

II. p y j — f- ? y 2 ~f" r y ~f" s ~ o. 

Où P, Rj S, pi r, J loi eut des fon étions quelconques de l’au- 
tre 


tre quantité variable x. Multiplions la première par /, & la fécondé 
par S, & la différence étant divifee par y donnera-: 

III. ( P/ — /»S) jf* H- (Qj — f S)y -h R/ — rS “ 

Enfuite multiplionsjla première par p } Scia fécondé par P, & la diffé- 
rence donnera: 

IV. (Q/> — qV') y 2 H- (R/> — »*P) y H- 5^ — s? ~ o. 

De la même manière de ces deux équations du fécond degré nous ti- 
rerons deux du premier degré dey-. 

V. ((P/-pS) (S/WP) - (Q/>-?P) (Rj-rS) )j+ (Q/-îS) (Sp-xP) - (R?-,P) (R/-rS) =*. 
■ VI.( (Q/-îS) (Q;-?P) -W-r?) (PJ-?S) )j-h (R*-r$) (Q/-JP)- (S;-;P)(P; -pS) =*. 
Et de là on cirera cetce équation , ou la quantité y ne lé trouve plus : 
VII. (P/— /S) (Sp — /P) (Rr — rS) (QA~fP) — (P/— /S) 8 (Sp—sV) * 

— (Q^P) a (R'—rS)a + (qp— ? P)(/R— rSXS^— /P)(P/- pS)zz 
(Ql^'? s ) 2 (QP — fî)(Sp — /P) — (Q^“ ^ s )(Q/ 5 — ÿP)(R/> — rP)(Rr — rS) 
— (Rp — rP)(Pr— /S)(Q£^— ÿS) (S/? — /P)-j- (Ity — rP) a (Pr— /S) (Rr — rS) 
qui rechange en celle-cy; 

4 = (P/— />$)4 -H* (Qf- ? p ) ( R '“ rS ) -(Qp-fp) (Qr-?5 ) 2 (P^;$) -I- (Qp-îP) 2 (R»-rt) i 

V(Rp-rP) (0.'-^) (P/— /S) 2 +(fU -rS) (R^-rP) 2 (P,- ? $)-(Qp-?P) (Q/-?S) (R/>-rP) ^Rx-rS) 

Mais les derniers termes qui ne contiennent pas le fadleur (Pj — ^S) 
fe reduifent à : 

(Q/’-yP)(R'-fS) (CQ p-?P) CRr-^-CQ^-yS; T^-rP)) 
ce qui eft : 

(ap-yP) (R/ — rS) (P/-/-S) (Qr-yR) 

& partant toute l’équation fera divifible par P/ — p S étant : 

CFX./.S) 1 ^ - }: p ^ s )-+-(cu>-ï p ) (Q'-îiï) (R—skp.-x s> 

XII. Il eft afies clair, que dans ce cas le facteur P / — p S étant 
pofé ~ o, ne peut pas marquer une interfeéHon, & que par confé- 
quent les interactions des deux courbes propolées feront contenues 
dans cette équation: 

{P ,^S) 3 -< 7 ?) (Rx— rS) (P/-pS)-(Qp- ? f) (Qi- ? S )2 

-4- (Rp—r?) (Q/— fS) (Pi— fS) h- (R/— rS) (Rp — r P) 2 — t, 

4- (Qp-?P) (Qr-?R) (Ri — r$) 

Donc dans le cas de deux lignes courbes du troi/ieme ordre, les coëf- 
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fïcients P &/ feront confiai! s ; Q & q des fondions de x d'une dî- 
menfion comme et + 0 x ; R & r des fondions de # de deux dimen- 
fions comme et + Æ# + 7 x 2 ; & S & / des fondons de# de trois 
dimenfions comme et -f 0 # -f Y# 1 +^# 3 . Par conféquene les fa- 
veurs, qui fe trouvent dans cette équation feront des fondions de#: 

P / — p S de 3 dim. J Q _/ — q S de 4 dicn. 

Q p — d'une dim. j — qK de 3 dim. 

R / — r S de y dim. J R p “ r P de 2 dim. 

d'où il efl évident, que l'équation, qui indique les interférions fera 
de 9 dimensions, & que parconfcqucnt, en général deux lignes du 
y»* ordre fe peuvent couper en 9 points. 

XIII. Ces memes équations choifîes : 

Py^ ■ ■ Qy a * R y * S —L 9 


P * q y* - j ■ T y ■■ ■]■ * / 0 

peuvent ausfi montrer le nombre des interferions dans une infinité 
d’autres cas. Car que la première équation exprime une ligne de 
Pordre m, & !a fécondé équation une ligne de l'ordre n, ce qui arri- 
vera, quand les cocificients feront des fondions rationnel les entières 
de # .* fivoir 

P de ct — 3 dimenf, | p de » — 3 dim. ' 


Q_dc ct — 2 dimi 
R de ct — 1 dim. 
S de ct dim. 


I 


q de n — 2 dim. 
r de » — 1 dim. 
/de n dim. 


Alors les faéleurs, qui conftituent l’equation, qui ne contient plus I« 
variable^, feront des fondions de # : 


T / 1 — p S de ct 4 * v — 3 dim. 
Qp — q? de ct 11 — 5 
R / — r S de m -f » — 1 


R p — rP de ot -f tt — 4dim. 
Qj - — -^R de ct -f « — 3 
Qjr — q S de w -f « — 2 


Et partant le nombre des interférions de ces deux courbes fera zz 
3 w -f 3 n — 9 ; qui eft toujours plus petit que mn ft ct & # font plu* 
grand que 3. Carfoit: CTIZ3 -f « & »~3 + 0 , le nombre des inter- 
ierions fera = 9+3 (« + 0 ) au lieu que mn IZ9 +3 (« + 13 ) -j* 
Mtm fret dtPXcsdtmit7em.lv, H 11 Ct (B 
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# 0. Mais on voit bien que cette diminution du nombre des inter- 
férions vient de ce que les équations choifies n’expriment pas gé- 
néralement les courbes des ordres m & w, mais feulement des efpe- 
ces de ces ordres; d’où il n’eft pas furprennnt, que le nombre des 
interferions a été trouvé plus petit, que la propofition demande. 

XIV. Comme l’élimination de l’inconnue y des deux équa- 
tions cubiques, dont j’ai fait le calcul, a conduit à une équation trop 
haute, qui n’a étéconduite au jufte degré que par la divifion d’un fa- 
cteur, dont on pouvoit bien voir qu’il ne renfermoit aucune inrerfe- 
rtion : ainfi dans les équations, où y a plus de dimenfion.onparvien- 
dra par l’élimination de y à une équation encore plus élevée, qui 
en vérité admettra un divifeur, mais cette méthode, qui ferait d’ail- 
leurs impraticable dans de plus hautes équarions, ne nousmetrra 
pas en feureté, fi l’on Trouvera toujours un tel divifeur, qui ne regar- 
de point les interférions, & encore moins, fi apres la divifion l’équa- 
tion fera juftement d’autant de dimenfions, que la propofition géné- 
rale marque ; c. à d. fi le nombre des dimenfions ne fera jamais plus 
grand que w», fi les deux équation propofées ont été des ordres m 
& w. Otte circonltance prouve donc encore davantage la nécesfité 
de démontrer la propofition générale dans toute fon érendue, puis- 
que fans cela on auroit bien de la raifon de douter de là vérité. 

XV. C’eft donc principalement de l’ouvrage de l’élimination, 
que dépend la démonftration de notre propofition générale, où il 
faut prendre garde, que par l’élimination on ne parvienne à une 
équation, qui renferme des racines inutiles. Car deux équations 
étant proposes, dont chacune contient une meme variable y, qui doit 
ctre éliminée, on voitaîfëment que l’élimination fe peut faire d’une in- 
finité de maniérés differentes, félon qu’on multiplie l’une & l’autre 
équation par une quantité arbitraire. Il s’agit donc de bien fixer l’i- 
dée de l’élimination, & de diriger cette opération, en forte que l’c- 
quation, à laquelle on arrive, ne contienne d’autres racines, que 
telles , qui marquent des interférions, 5r qu’on pu i fie être a fin ré, 
qu’elle ne renferme des faveurs fùperflus, donc on pourrait clouter 
s’ils indiquent des interfeclions,ou non ? 


XVI. Soient 
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XVI. Soient donc proposées deux équations quéîconques: 

m m — t w — » m-j t 

y — P y -t-Qy H-Ry — Sy &c. rr • 

n n - i »— i n — 3 n— 4 

y — py -f- ÿ y — {— ry jy — &C. — tf 

lesquelles il faille combiner, en forte qu’il en refaite une équation, 
qui ne contienne plus ta lettre y. Or d’abord on voit que la valeur 
de y, qui refaite d’une de ces équations doit être égale à la valeur de 
y, qui refaite de l’autre. Donc fi l’une & l’autre équation donne 
plu (ieurs valeurs de y, les deux équations propofèes pourront fubfifter 
enfemble, fi une valeur quelconque de y de l’une fera égale à une 
valeur quelconque de y de l’autre. Suppofbns que toutes les racines 
de la première équation foi en t : 

A, B, C, D, £, F, G &c. 

& les racioes de l’autre équation : 

û) by f , dj €y fy g &.C, * 

Cela pofe, il eft clair que chacune des deux équations proposes aura 
lieu dans tous les cas, qu’une des racines deiapremiere équation fera 
égale à une des racines de l’autre. 

XVII. Le nombre des racines A, B, C, D &c. de la première 
équation fera “ m , fie le nombre des racines de l’autre équation 
fera “ n ; donc les équations propolées pourront être répre famées 
fous ces formes : 

(y — A) (y — B) Cy — C) (y— D) (y — E) &c . = 

(y — æ) (y — b) (y — c ) (y — d) (y — O o. 

A' préfent il eft clair que fi A ~j, la valeur y “ A “ a fatlsfera a 
l’une & à l’autre équation ; la même chofe arrivera fi A ZZ b ; ou A 
— c ; ou A “ d; ou &c. de plus la valeur y B fatisfera 

à l’une & à l’autre, fi B ZZa t ou B “ b\ ouBnr; ou B“ d-, ou 
B ZZe; & c. & la valeur y zz C fatisfera à toutes les deux équations fi 
C — ou C~bi ou C ZZ c ; ou C~ d; ou CzZa &c. & ainfi 
des autres. Et il eft évident, que toutes ces combinaifons enfemble 
réprefentent tous les cas posfibies , où les deux équations propolées 
pourront fubfifter à la fois. 

Hh 2 


XVIII. Donc 
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XVTTT, Donc puisque Péquasiony qu’on cherche par l’eîimïox- 
tion, doit contenir tons les cas -posfibles , où la même valeur mife 
pour y fatisfâit à l'une & à l’autre équation à la fois, il eft clair qu'elle 
doit contenir tous les cas marqués, & partant elle fora compofiée d* 
tous ces fadeurs 

(A — a) (A — b) (A — c) (A — d) (A — e) &c.": 

(B e) (B b) (B c) (B d) {B — e) &c. 

(G — a) (C — b) (C — c) (C — d) [C — e) &c.f = 

(D — a) (D — b) (D — c) (D — d) {D — 4&c. 

(E — *) (E — b), (E — c} {E — d) (E — e) te.. 

&c. 

Donc, puisque la quantité y ne fe trouve plus dans cette équation, 
elle fera la meme qu’on cherche par l'élimination, & qui montre 
tous les cas, où les deux équations propofées peuvent avoir la même 
racine. Mais comme les racines A, B, C,. D &c. #, b t r, d-Scc, font 
Ibuvent imposfibles d’écre asfîgnces,il s’agit d’exprimer cette équation 
par les coé'ificientsP, Q, R, S &c. p 7 r,. x &c- dont le rapport 
aux racines eft connu, 

XÏX. Parceque, comme nous avons vu, le produit de tous ces 
fadeurs (y — a') (y — b) (y — c ) (y — d) (y — e) &c. eft égal à 

» i— i m— z «-J 

l'expresfion y — py -f gy — ry *f xy — • &c. fi nous fub» 
fti tuons fuccesfivement pour y les valeurs A, B, C, D &c. J’equation, 
qui doit réfulter pat l’élimination, fera compofee de ces fadeurs- 


(A 

t 

(B 

(C 

* 

(O 

tt’ 


n—x tf — 2 o — J 

-/> A -f-fA -rA 

fj^r ** — Z n “'î 

—p B — f-^rB ’ — r B 

r>~ 1 

■/C — r C 

tt — 2 . * — 3 

-rD 

»— I- w — 1 0—3 


-pQ 
-pD 
-P E 


s A — &c.) 

«-4 

x B -te.) 

o ~4 

/ C - &c,) 
/D — te.) 

»-4 


y E — r E -fc-x K — te ) 

* m ‘ / * 

Sic, 


— 9, 


od 
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où le nombre de ces fa&eurs eft“ m> félon le nombre des racines 
de la première équation. D’où eflil évident ausfi que changeant les 
équations* l’équation, qui refulté par relimination, peut être repré- 
ientée autUfous cette forme: 


{« 

(* 


p« 

i 

P b 




m -2 


m ~3 




*»— I 


Q i 


m —2 


4 


tn 


m-i 


m—z 


m 


^3 


( c ■ — V c -hQj — Rf *-\~S c 


m-4 


■’Riï — |— Sæ — &C-) 

#»— 3 tn ~ 4 

-Ri Si — &c.) 

■&c.) 

a r » -t m- 2- <**-J 09 ~ 4 

(d — — Pd “}“ Q d —R à — Sd — (Ss’C,) 

l» r7— I- (M— 2 1 i»— 3' W— 4 

(e F* -|r- Qjf Re -f- Sr &C.) . 

&c. 




où- le nombre des fréteurs eft ” >r. 

XX. Quoique les expresfions des racines A, B, C, D Scc. & 
* } b y Cy d &c. fiaient pour la pluspart fort irrationelles , & fouvent 
telles-, qu’on ne les peucpas asfigner ; on fait pourtant que la-fomme 
de toutes les racines A, B, C, D &c. efl “P 
la fomme des produits de deux à deux " Q_ 
la fomme des produits de trois à trois ~ R 
la fomme des produics de quatre à quatre ~ S 

&e. 

Et par ces valeurs P, Q, R, S &c, onefïen état ^exprime? coures-' 
les expresfions, dans lesquelles entrent toutes les racines également^, 
par des formules rationnelles compofées de- P, Q', R, S &c. Or on 
voit aifement, que fi l’on multiplie les- faéleurs mentionnes actuelle- 
ment, on parviendra toujours à de fembiables expresfions, qui renfer- 
ment toutes les racines également, & au lieu desquelles on pourra 
mettre des fondions rationnelles des coefficients P,- Q , R, S &c, & 
P y q y r, / &c. Cela eft ausfi clair par la double forme de cecte équa- 
tion du §. preced. Car s’il reftoit dans la première forme quelque 
irrationalité, ce feroit une irrationalité de la première équation, mais 

Hh i par 
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par la fécondé forme nous voyons, qu’il n’y peut y avoir une irratio- 
nalité de la première équation. D'où il s’enfuit, que l’une & l’autre 
forme doit conduire à la meme expresfion rationnelle, qui ne ren- 
ferme que les coefficients P, Q, R, S &c, &p, y, r, / &c.^ 

XXI. Si nous rèfiechiflbns maintenant, que dans les équations 
propofces 

m m—t m-z m-3 fl» —4 

y — P y -f- Qjy — K y — f - Sj/ — &c. ” 0 

k n-i ■»— % ff-3 «— 4 

y — p y -H qy — ry -h f y — &c. — 0 
entant qu’elles expriment des lignes des ordres m & » les coefficients 
P &/> marquent des fondions du premier degré de x comme et- J-/ 3 .vî 
les coefficients Q& q des fondions du fécond degré # -f &x -f 7 xx \ 
les coefficients R & x des fondions du troifieme degré « + 3 * -f 7** 
+ &c. Donc la fomme des racines A, B, C, D &c. ou/7, b, r, 

j \ c è: c. fera exprimée par une fonétion de x d’un degré. La Tom- 
me des produits de deux, à deux de ces racines par une fonétion du 
fécond degré : la fomme des produits de trois à trois racines par une 
fonétion du troifieme degré , ix ainii de fuite. C’efl pourquoi dans 
la compofitiondc toutes ces racines dans la première forme (§. XVIII.) 
on pourra regarder chaque racine comme une fonéHon d’une dimen- 
fion de x : & partant cette forme étant compose de m» fréteurs fim- 
ples, elle montera à mn dimenfions de..v & défignera par conféquent 
mn interfeélions des deux courbes propofées, 

XXII. S’il y a dans cette dèmooftration encore quelque obfcu- 
rité, cela vient de fa grande univerfaîité : & tous les doutes qu’on 
c n pourroit avoir évanouiront entièrement, dèsqu’on fera l'ap- 
plication à quelques cas particuliers, d’où l’on reconnoitra dabord, 
que tout ce que je viens d’avancer fur les dimenfions de chaque partie, 
doit avoir lieu non feulement dans ces cas, mais aufli en général. Je 
commencerai par deux équations du fécond ordre, qui loient 

Les racines 

y y — P y -f- Q ~ p A , B 
17'i'y-rî "» h 

donc 
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donc, puisque m zz z & n “ », l’équation, où l’élimination doit 
conduire, fera : 

(A 2 — p A — (B 2 — / B -}— ÿ) “ ff 

qui cfant développée, donnera; 

A 2 B' — A B (A — B) — £A 2 “4- B 2 ) —f * - pp A B — ^^(A*4~ B) — f— qqzzo 
Or ayant A B ”Qjît A *j- B “P, il fera AA P— zQ; 

par conféquenc l’équation cherchée fera : 

Q'-^PO-f-^PP - 2 Q? p pQ-pqQ-hqq — o 
donc chaque terme fera de quatre dimenfions de x pourvu que P & p 
renferment une dimenfion de x 7 . & Q& q deux. 

XXIII, Soient les deux équations propofèes du rroifiemeordre: 

Les racines étant 


y 3 - P.? 


-f- Qÿ — K ~ o 

y3 _ p y 2 - 4 - q y - r ~ o 

Donc l’équation cherchés par l’é 


A, B, C & w r 3 

a } b, c & » ~ 3 
imination de y fera : 

(A 3 — p A 1 — p- q A — (B 3 —p B a *-\-q B — ?■) {C 3 -pC 2 -$~q C— r) ~ o 

qui par le développement deviendra : 

A3B3C3-^A2C^C2{AD+AC+BC)+g'AIîC(A2B2+A2C2+IÎ2C2)_r(A?B3+A3C3+B3C3) 
-f- p 2 a 2 lî 2 Cf|( A 4-B-t-C) — pf A BC ( A 2 B A B 2 + A 2 C4-AC* 4-B 2 C+BC 2 ) - j>3A 2 B2C2 
+ ? 2ABCCA2-hC2+C2)+pr;A3B2-hA2B3~^A3C2+A2C34-lî."C2-f-B î C3) +*3 ABC 
+ n (A3 + B3+C3)-^r (A 3 B + A Ü3 +A3 C-J- AC3 +133 C+ BC3 ) - r3 

+ P 2 f ABCCAB+AC+BC)-h^r(A 2 B-hAB2+ A 2 C 4 AC 24 -B 2 C 4 BC 2 ) 

~ p 2 r(A 2 (J2+A2C2+B2G2) - ? 2 r ( AIÎ + AC-KBC) 

~~f<} 2 A IÎC ( A 4~ B -f- C ) 4~ ? r2 (A 4 - B 4 - C ) 

— P ^ ^ t A 2 4 B 2 4~ C 2 ) — * 

«ù i! faut remarquer que : 


A + B + CzP 
AB 4 -AC 4 -BC =CL 
ABC — R 


d’une dimenfîon de x 
de deux dimenfions 
de trois dimenfions. 


XXIV. Pour les autres expreffions on les trouvera formées des 
coefficients P , Q , R en forte : 

A z -f B 2 -f C 2 ~P 7 — 2Q_ de 2 dimenf. 

A 2 B + AB 2 +A 2 C + AC 2 +IÎ , C + BC 4 r:PCl r -3Rde3dimenf. 

A 3 -H B 


m 2 4 s m 

A a + B* + C 3 = P 3 — sPQJ-bR de]dim. 

A3B + AB 3 +A 3 C + AC 3 +B ? C 4 -BC 3 =P a Q^-PIl— îQide4diîïL 
A a B 2 -fA 2 C a + B a C a :rQ . a — z PR de 4 dim. 

A 3 B a -f A 2 B 3 4*A 3 C a -fA a C 3 4-B 3 C a +B a C 3 “PQ^— 2 P 3 R— QR de/dim. 
A 3 B 3 + A 3 C 3 + B 3 C 3 — Qi — 3 PQR + 3 RR de 6 dim. 
d’où l’on voit clairement, puisque p, q, &r font des fondions d’une, 
ï & 3 dimenfions de x t que tous les termes renferment le meme nom- 
bre de dimenfions de x, & que ce nombre eft “ p, comme l’enoncé 
de la propofition exige. Or cette fubftitution donnera l’equation fui- 
vantc par l’élimination de la variable y : 

4 - R 3 — *Q.R a + ?Q. a R“ ï^PR 4 - rQs + 3rPQR — 3 rR a 
— • r 3 4* *1 r z P — q 2 r QJ- - P *' 2 Qjf* ÿ 3 R — 3 pqrR- + 3 *' 2 R 
-4 -/) 2 PR 2 — ÿÿPQR+ 3^RR+j5rPQ a — zprV 2 R — />>QR-f ÿ 2 P 2 R 
^-pr 2 R 2 ipqrRQzr y 2 PR-f 2 ^ VPR + qrVR—p 2 r Q 3 

H-rrP 3 — 2ÿ^QR — ^rP 2 Q 
— £ 3 R* + 2^rQQ v 4*/ , /'^QR “ o, 

XXV, Cet exemple fer vira à nous convaincre en général, fi les 
deux équations propofées font : 

m m — 1 m— j f?— 3 m — ^ 

y — Py H~ Qy — Ry *~| — S y » # . * " I 0 

B » - I » — 2 «—3 » —4 

y — py H- — >7 -h^y •••* + — # 

ou P & /'.font des fonctions d’une dimenfon de jv ; Q_& q de deux ; 
R & r de trois &c. ik les derniers termes V de m dimenfions & v de 
«dimenfions: que'Ie premier terme, que Tcquation du $. XIX. ré- 

n n n n a 

fultantc par l’élimination fournit, fera A B C D &c. “ V 
& partant de mn dimenfions de x> & puisqu’on voit ausfi clairement, 
que tous les autres termes pouvant être exprimés par les lettres P, Q, 
R&c. 5c p, //, r Scc. doivent contenir le même nombre de dimen- 
fions de x, il eft incontcftib'ement démontré, que l’equation, à Ja- 
quelleion parvient par l’élimination de la lettre y, fera de mn di- 
menfions de x : tout comme la proportion générale avance. 


SUITE 


